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Unitatea de invatare : Siruri de numere Reale

1.5.1. Operatii cu siruri convergente

Teorema (operatii cu siruri convergente): Fie (X, ). SiAY,),. doud siruri convergente. Atunci:
i) sirul (x,+Y, ), este convergent si lim(x, +y,)=limx, +limy,;
n=k n=w n—w n—ow
ii) sirul (x,-y,) . este convergentsi rI]l_rllo(xn Y,)= !ﬂl X, r|1|_r2 Y.

o (x, e [x
iii) sirul | — este convergent si lim| —
Yo Jnsk "= Ya

- , limy, #0;
lim y, o
nN—o0

. - * . . nlmy"
iv entru.x. >0,vn, limx =leR" avem lim(x )" =(limx
n n n n

nN—o n—oo nN—o0

Teorema: Avem

an®+a n"l+..+a, |a

Calculam limite folosind metoda factorului fortat sau teorema anterioara.

, n? (1+ — j
. nh"+n . n . <
1. lim = lim————% =+ sau se foloseste teorema anterioara pentru cazul p >q.

n»o 2N—3 now n[z_sj
n

n
) n’|1+—
. n"+n . n 1 S
2. lim——=1im 1 N\ T3 sau se foloseste teorema anterioara pentru cazul p=q.
n—oo — n n—oo
n*| — -2
n
n
) n (1+ 2]
: n -
3. i ——=lim 3\ 0 sau se foloseste teorema anterioara pentru cazul p<q.
n—oo n — n—oo
n’l2—-—=
n
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1.5.2. Criteriul majorarii

Teorema (criteriul majordrii pentru siruri convergente): Fie (X.),., un sir de numere reale. Daca exista

un numér | € R si un sir de numere reale (y,),., , astfel incat limy, =0'si [x,—I|<y,, YneN", atunci
- n—w

limx, =1I.

n—oo

Teorema (criteriul majordrii pentru siruri cu limita, —~»-): Fie (X,),., un sir de numere reale. Daca

existd un sir de numere reale (Y, ), » astfel iIncat-limy =—oosi x <y , VneN’, atunci limx, =—oo.
- n—oo

n—o0

Teorema (criteriul majordrii pentru siruri cu limita +o ): Fie (X,),., un sir de numere reale. Daca

existd un sir de numere reale (Y,),., , astfel incat limy_ =+o0si x >y, Vne N, atunci limx, =+oo.
- n—oo

n—oo

, .1 . N\
Exemplu: Sirul (X,),., cu termenul general x, =sin— este convergent si are limita 0.
N n
Intr-adevir, folosind criteriul majoririi, avem ci exista numarul'\l =0 <R si un sir de numere

< 1, vneN". Am folosit ci
n

ﬁnl—o

1 .
reale (y,)..., ¥, =— cu limy, =0 pentru care avem
- n n—oo n

- 1 *
sin — , Vhe N~

lsinx|<|x|, vxeR, de unde - <

n

1
n

. . . U\ c e O |
Din cele demai sus, folosind criteriulmajorarii, avem ca limsin—==0.

n—oo n

Teorema: Daca sirul de numere reale strict pozitive (X,),., este cresator si nemarginit, atunci
.1
lim—=0.
n—oo Xn
Teorema: Daca (X, ). Si (V,),- sunt doua siruri de numere reale cu proprietatile:
i) limx, =0,
n—o
i) sirul (y,),., este marginit,
atunci lim(x, -y,)=0.

n—oo

Folosind teoremele anterioare se obtine urmatorul rezultat foarte util:

+o0,a>1
Teorema: Fie a e (-1, o). Atunci lima" =<1, a=1
0, ae(-1)
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1.5.3. Criteriul clestelui

Teorema (criteriul clestelui): Fie (a,)..., (X,),s» (0,).5 trei siruri de numere reale.
Daca sunt indeplinite urmatoarele conditii:

i) a,<x,<b, vnxk,

i) lima, =limb, =1,

n—o n—oo

atuncilimx, =1.

n—oo

1.5.4. Limite remarcabile

Daca sirul (x,),., €ste convergent cu limx, =0, atunci sunt adevarate urmatoarele egalitati.

n—oo

. sinx . X
lim> =1, Ilmtg—”:l,
n—oo Xn n—ow0 Xn
lim 27CSIN X, 1, lim arctg x, _
n—o0 Xn n—o0 Xn
Exercitii rezolvate
e e -D"
1. Demonstrati ca limita sirului.cu termenul general x, = > n>1 este 0.
n+
Rezolvare:
Folosim criteriul majorarii.
o 1 .
Fie sirul de numere reale (Y, )., ¥, = 2 cu limy, =0. Avem
- n+ n—w
—1)" _\n
(=D -0|< 1 <i—>0, vn e N". Din criteriul majorarii avem ca Iim( Y =0.
n+2 n+2 n now N+ 2
2. Calculati limitele urmatoare.
n
. " . . . 4
a) lim ‘f':’+2+4 b)) im| 2cosZ | 5 ¢) limn?sin—.
n—w 3 +2 n—w 4 n—o n
Rezolvare: Avem:
4
31+ —
344 3"j 1 4 4 .2 2
a) lim——=Ilim———<=—,unde --—>—=0si ——>—=0.
n—o 34 L2 noow 42 2 9 3" o0 3™ 0
3N 1+
3 +
n+l n+l
n+1
b) "m(ZCOS%j =lim 2%) = Iim(\/E) = 400, unde am folosit cd pentru a>1 avem
n—o n—o nN—o0
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sin—;
C - 2 - T - n . — .
) !mn smnz !m 2 4=4
2
n
=1
e e . 1 1 1
3. Calculati limita sirului (X,),.,, X, = + +..+ :
Jn?+1 n?+2 N’ +n
1 1 1 — .. . s <
Rezolvare: Avem < < , k=1,n. De aici.avem inegalitatile urmatoare.
JnZ+n Jn’+k Jn?+l
k=1= ! < ! < !
JnZ+n  Wn?+1 Jn?+1
k=2= ! < ! < !
JnZ+n AJn’+2  Jn?+1
k=1= ! < ! < L
JnZ+n  An24nt Jn?+1
Adunand inegalitatile de mai sus obtinem:
noy
JnZ+n S dn’+k Wn?+l
$ 1
Avem X = , N =1 si consideram sirurile a, = ,n>1sib = ,N>1 pentru care
kz—;‘\/n2+k n’4n n>+1
avem
Iim%:lim N im— 1 sjim— ﬂim%zlgi
n+n n2(1+nzj In| (“nz) n (1+an 1+~
n n n n

. n . n . n . n .
!!‘)n\/2_=!]l_l;n 1 =rl1!>n 1 =rl1!>n 1 =rl1!>n—1=
n+l /n2(1+2j In| [l+2j n (1+2j 1+~
n n n n

Folosind criteriul clestelui, avem limx, =1.

nN—oo





